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Enoncé :

Théoréme ( Décomposition polaire ) : L’application p: O,(R) x ST (R) — GL,(R)
(0,5) —  0S

est un homéomorphisme

Enoncé du livre/Plan :

1. Définition et continuité de pu.

[\V]

. Surjectivité de I'application.
3. Injectivité de I'application.
4. Continuité de la réciproque de pu.

Résolution :
Lemme 1 : O,(R) est compact dans M,(R).

Démonstration : Montrons que O,(R) est fermé et bornée car M, (R) est de dimension finie.
e O,(R) est fermé car il est réciproque du fermé {I,} dans M, (R) par I'application continue
£ MMM,
[Az(l2

e Avec la norme subordonné de matrice |||Allls =  sup ]
w€Mu 1 (R)\O 7

, qui est égale a |||A]|ls =

sup ||Azll2, on a pour M € O,(R) que :
[lz]|=1

|Mz|y = (Mx)Mz ="2"MMz ="zvx = ||z||, = 1
On a donc que |||M]]|2 = 1 et donc 'ensemble est bornée.
Lemme 2 : SH(R) = S (R)

Démonstration : Montrons d’abords que S (R) est fermé puis une double inclusion.
e S, (R) est fermé car un s.e.v de M, (R).
Soit (S) € S;F(R)N tel que Sy T M. Comme S € S§(R) C S,(R) et que S,(R) est fermé, on
—+00
en déduit que M € S,(R).
Ensuite, soit z € R" et k € N, alors ‘xS,z > 0 et par continuité de 'application M +— 'xMx, on a :

lim ‘xSz ="z( lim Sy)z ='zMz >0

k—4o00 k—4o00
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On en déduit que M € S (R), et donc que n’importe quel suite d’éléments de S;7(R) converge dans
elle méme. C’est donc bien fermé.

e Comme SFT(R) € §F(R), on a SH(R) € SHR) = S;F(R).
Pour l'inclusion inverse, montrons qu’une matrice de S;F(R) est limite d’une suite d’éléments de
ST (R).
Soit S € S (R), alors il existe P orthogonale tel que S = Pdiag(Ny, ..., N,,)P~L.
On pose alors pour k € N*, S, = Pdiag(N1 + 1,..., N, + £)P~+ — 5.

k——+o0

On a alors S, € SFT(R) car Ny > 0 ( car N; > 0 comme S € S (R)). On a donc bien trouvé notre
suite de matrice, donc I'inclusion est prouvé.

Lemme 3 : Une suite possédant une seule valeur d’adhérence a dans un compact converge vers
cette valeur d’adhérence.

Démonstration : Raisonnons par I'absurde et supposons que (z,),en Ne converge pas vers a.
Alors on peut trouver une suite extraite (Zy(,))nen avec ¢ : N — N croissante telle que cette suite ne
converge pas vers da.

Mais comme elle est dans un compact, elle admet une valeur d’adhérence b # a. Mais alors b est
aussi une valeur de (x,). Absurde, donc on en déduit que (z,) converge bien vers a.

1. L’application u est bien définis car det(OS) = det(O)det(S) # 0 car O inversible et 0 n’est pas
valeur propre de S donc OS € GL,(R).
Enfin p est bien continue car polynomial en les coefficients de O et de G.

2. Soit M dans GL,(R). La matrice "M M est donc symétrique réelle, et méme définie positive.
En effet , soit X € M, 1(R) non nul, alors " X'MMX = (MX)MX = ||Mz||3 > 0 car X est
non nul. On peut alors utiliser le théoréme spectrale pour diagonaliser ‘M M dans une base

orthonormée :
A
MM =P P!
An
Pour P € O,(R) convenable, et on a que Vi € [1;n], A\; > 0 car 'MM € ST (R). On pose
alors :

VA1
S=Pr p!
vV

(C’est une matrice symétrique , puisque P est orthogonale, et définie positive, car ses valeurs
propres sont strictement positives.
Ona: S?2='MM et, si’on pose : O = MS~!, il vient :

'00 =" (MS " YMS ' =S "MMS™ =818*S 1 =1,
Ainsi, M = OS, ou O € O,(R) et S € ST (R), donc p est surjective.
3. Montrons maintenant 'injectivité de pu.
Supposons que 'on ait : M = O0S = 0'S’, avec O' € O,(R) et 5" € S (R).
Alors on a :
52 — tMM — t(Olsl)Olsl — tsltOlolsl — Sl2

Soit () un polynome tel que pour tout 7, Q(X\;) = Vv A;.
On peut, quitte a renuméroter les \;, on peut supposer que Aq, ..., A, sont distincts
et que Aq11,..., \, apparaissent parmi ceux la. On prend alors :

o= V5 I 5=

1<j<rii
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Alors,

VAL A
S = P P =PQ pt

VA An

- QP . |P| =) =qs?
>\n

Or, S’ commute avec S, donc avec Q(S™?) = S, et donc S’ et S, qui sont diagonalisables, car
symétriques réelles, sont diagonalisables dans une base commune.
| car S est polynomial en S, ce qui rend la codiagonalisation encore plus directe
Il existe ainsi une matrice de passage Py qui permet de les diagonaliser simultanément.
Ainsi si 'on note
1251
diag(p;) =
Fn

On a: S = Pydiag(u,) Pyt et S = Pydiag(u;) Py . Par suite,

S?=8% = PRdiag(y?)Fy " = Podiag(pi) Py
= Vi€ [Lin],u? = pi
= Vi€ [Lin],p; =i (car p;, p; € RY)
= S=9

Ainsi, on a O = O, d’ou, finalement, I'injectivité de pu.

L est continue. Soit (M),),en une suite de GL,(R) qui converge vers

. Il reste & montrer que p~
M.

On note, pour tout entier p : (O,,S,) = u~*(M,), de sorte que M, = 0,S,, et p~ (M) =
(0,5) € O,(R) x §T(R). On montre que les suites (O,) et (S,) convergent respectivement
vers O et S.

On sait que O, (R) est compact. Soit O une valeur d’adhérence de (O,)pen,i-e telle que Oy

converge vers O pour une sous-suite (O, )pen de (O,).

Alors, la sous-suite S,y converge vers O~ Mn matrice symétrique définie positive car :
S=0 'MeGL,(R) NS (R) = GL,(R) N S (R) = S/ (R)

On a donc M = OS et par unicité de la décomposition polaire O = O et S = S.

O est donc la seule valeur d’adhérence de la suite (O,) qui est une suite dans un espace compact,
alors on a que (O,) converge vers O et comme (M,) converge vers M, on a que (.S,) converge
vers S.

On a donc montrer que si (M,) converge vers M, alors u~*(M,) converge vers p~'(M), c’est
donc que p~! est continue.



